2.2 Inverse d’une matrice
. 30 A
Jaoerse dans R: Y30 = 9oL= > =30 5
On mullcplic par Lénvense de 3 4
Soevorr ‘_:';
-4 - \ -
['inverse de eot nobe 9¢ e est d.e?..a,. P

(%) 9C-9C4=I.—4-‘1‘. P 'L-ig _{x.x.-.:4
A Doas R, ! existe 0t ek sebement o o # ©.
Tow @ malsicen: Ai* 'g N 5;:‘_5__ z?z
A
On doit powesr brouve A +.9. A
AR = A A< To BV
Cece Rexiate pan ol A '\'q,,‘l; AM‘A = Larn
Pw CCUCO'Q ! A.AA - ]-—-ﬂkf)
mxa
EKWPQ‘,; (43 ) (2 -%) - T
o & © 4 2
4) 2-9 13 = T
( o 4 ) ( o 9») *

oy (r0 ) Te
(<2 (55
A O PA:OC‘Z Sec A%: In , On n‘aL rQA@o:ce:men‘:
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Définition 28 (inverse).
Soit A € M, (R). Alors A est dite inversible 'il existe B € M, «n(R)
telle que AB = BA = 1,.

Remarque
Si A est inversible, alors la matrice B telle que AB = BA = I, est
unique. En effet,  Scppocons que’en mit C ovec ACe CA=T,
Aleus  P=BT,= B (AC) = (BA)C = T,C=C
T Tasso. o
Si A est inversible, sa matrice inverse est notée A~ Si A n’est pas
inversible, elle est dite singuliere.
Exemples
-4 ab
) A- (2_ "y On ca&(ce‘e A < (C. G‘) +¢-a¢ Que
4 - A A ) o<
b 1 0 R2a,-C <
2 -1 o- P ( = o+l = O
A 4 cad o 4
/\/h/ ZB_d-z O
bid-z
=) Ae‘. - 4{3 '4{3 - i ( 41 4
~4lg s, 3 \-4 2
atc =4 &
A A4 ,A_ O- b
2) Ag(”) . A'(ca.> 2 9 .0
QC - O &
bid =4

A W exiole P [
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Formule pour une matrice 2 x 2

Théoréme 17. Soit A = Ccl Z € Mso(R). Alors, si ad — be # 0,
la matrice A est inversible et on a
_A 4 d -b
Ats —— |
G e o
= det (A)
[\ Y3 Q&QP. 3

Exemples

~2 - _ U (7).
N oA (3 q) ik (A)= 54-(-2)3 70

-4 4 Lk 2
Doac A—'A exinte eb A = EZ (_3 5)

2)  A- (* ) dib(M) = Ad-dd =0
e 5 A eob Stngubide

Preuve (-(-,%.L'—l)
o b &_ -b ool-be -abtha
(Colf)(-c_ m)’ ed —de -betod

[ 0). (ad- be)

(o) 4
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Application aux systémes d’équations linéaires

Théoréme 18. Soit A € M,«,(R) une matrice. Si A est inversible,
alors pour tout b € R™, ’équation AT = b admet une unique solution s,

donnée par § = A1b. - _ A2
I A AR AT = <= AT
Exemple Th
- 4
A=(5 -2 A A t = - Swit (o=(-)
3 g 26 \-3 &

A - (4) Lo sobubeon du A« 1) est dennce

PQ/

. g'e (5(3 ?;) (.2) =:—s ('A“)

=~ -y 4 - 2
?ou,r b = (:Zs) oa "fou_de.ra, $= — (_.34)
Remarque ! 26
Il n’est pas nécessaire que A soit inversible pour que 1'équation AT = b

admette une solution.

- Si A est inversible, alors la solution existe et est unique pour tout
vecteur b € R".

- Si A n’est pas inversible, alors le systéme peut étre consistant ou in-
consistant en fonction de b.

Théoréme 19. Soient A, B € M,x,(R) des matrices inversibles. Alors
1. A7t est inversible et (A7)t = A.
2. AB est inversible et (AB)™! = B~1A™L, A & &ocdre |

3. AT est inversible et (AT)*1 = (Afl)T.

Preuve y »
1. pw wnceo ke de Lfiavecse [ AA=A A= Th
| = 0Cnvecle da At cfeot A !
4
Q. A$ . (g‘A.‘)z Il’)
- ‘A -~
A% (B’A-A")'— A(%‘%d)A = Al—nA F‘AA:-‘_O

(g'A*) (AR)= ™ ...

3 eXercice '



Matrices élémentaires

But

Exprimer les opérations élémentaires sous forme matricielle et les uti-
liser pour trouver un algorithme permettant de calculer I'inverse d'une
matrice.

Définition 29 (élémentaire).
Une matrice £ € M, (R) est dite élémentaire si elle s’obtient par une

seule opération élémentaire sur les lignes de I,, € M, (R). ( 1 0 )
Opérations de type 1 ° "y
Pour 1 < i # j < n, on note Ej; la matrice élémentaire obtenue en
échangeant les lignes i et j de I,. T (4 ° 0)
3= |oao
Eii = T doss lasuelle on o ve
J ’ * fon L2 tek. E = (A0 O
& duarge gner tesy 22" \o o0 4
o4O

Opérations de type 11
Pour 1 <i <mnet a € R* onnote £;(«a) la matrice élémentaire obtenue
a partir de [,, en multipliant la ¢ ligne par a.

Le &= ot Ly awee oo E (-0 (23%)

oo 4

Opérations de type 111

Pour 1 <i # j < mnetac R, onnote Ejj(a) la matrice élémentaire
obtenue a partir de I, en ajoutant la J’ﬁ ligne multipliée par a a la 42
ligne.

: = [4-30
Ly Lidaly E,, (-3) (04 o
o1

Pem orque: Lo 4 ‘ )

k. o -2 0 W %'(7 PN o mollce e lduentaie '
© o4
Exemple: 42 O\ [Qu Gue cu-3azs Quz-3022
\O 1 0 Q24 Q7 e Q24 Qz2
©0 A Gy, Q2 sy .
Ix2 Ix2
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On a ainsi associé une matrice élémentaire a chaque opération élémen-
taire et on s’apercoit que les opérations élémentaires effectuées sur une
matrice A peuvent s’exprimer par le produit de A avec les matrices élé-
mentaires correspondantes.

memle s A- (3552 23 20 ) €Mane ®)

Qazq 22 @23 a2k
@34 O3 C33 Q34

\_2 & L5

A0 o Qng .---
Eas (004 )A = (qs,
040 o4 .-

Remouque : En muﬁupe;io-n'l; A& ge_uc_ae po~ wne
malince elementalee, on e_ffed:u.e L'ofc'rala‘cn
eCeémentasce coxeopondante Sw lg_;LCJn@
de A.

Théoréme 20. Soit A € My«,(R) une matrice. Si E est une matrice
élémentaire obtenue de I, avec une seule opération élémentaire, alors

EA est une matrice de My, x,(R) obtenue a partir de A avec la méme
opération élémentaire.

Remarque [.o_ MU-&LJP‘QLQQ_{:COM POU- wre MOJJ'LCC C'&;Meq{.m
o dnoile cacerpond & wae o0p. € Sem Leo

cod onnen.
Roppel: On ne taoeille qu'ouec depop. € Sw Leo

(’JLSnu pows eclie Lonaer Lo molices.

Théoréme 21. Les matrices élémentaires sont inversibles.
En e”d" . OPé(a-tCOQS elément atien oont rousiblen.
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Exemple: A- (; ‘Zz> e Ngy,y (m)

A= (52) 7 (55) ~ (53)

LzHLz-3L4 Lz“-'"él-?. Laen La~2Ly

4 O A 4 O o). A4 -2
Eu(_&):\_% 4 ) Ez(@)‘ (0-4/8> EAz(z)- (o 4)

on Obtlc_f\l', L& ga(m_e, EkR A A en Qge-eckuo,nl -Q.LPAaalu,;L

E, (2) E‘l(’%) E,A - (‘Oi) - T,

E xewccte: Tiowver ) cnvecse dwn melices €€ Swivoates:

EA?, c ths ("2')
E, (W) emy, (R)

EZgL";) c nhxx (\2)
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Algorithme pour trouver A™!

Soit A € M,x,(R) une matrice inversible d’inverse A~'. Alors on a

AATT=ATA=1,.

Affirmation : La forme échelonnée réduite de A est I,,.

‘4 - - -« = a .
Prevwe: Posons A = ($p.-5G) oo X.eR et Lo i€
colonae de A\-4.

et Lo (é.:‘ €n) € {?)etekano

d
-A - - - .
AA = A lm‘.’q"' xﬂ) = Kqu'-- Axl)) Pwd‘f'w
e pA.oo!u.éf, ma bicel
o clecclies Al revieat & rSoudie
( Ai’q Ain\ = (é-: e é"')
Ax; - € Yaecen

Comme A eob tnvesible, Ax:-€l a mae Laigue

Ooe&gb;o{\, , doac A . n péooLS. ?m COq%e’gu.an
A~ o ™ et T, eob boer la ‘ga(luc ER

(matque V) de A.

l
L

)
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Conséquence :

En utilisant l'algorithme de Gauss-Jordan pour résoudre Az; = ¢€;, on
obtient

(A1&) ~ ... ~ (Tnla)

e Sol. wncgque

On ecrcree

(A€ ) (AIT,) ~ooo v (To 95 &a)

—~—
= A"
Remarque : St on n'obtder\-!; pes 1, , La matrece
A el ﬂ?—ngu.e;:e‘m.
4 00 I L.
A - ( 4 14 0 mob* _ A-Jl
Exemple O 4 4 - L) Ta
S
A (0] 0 4 o O A o) lo) 4 o (9] l A ©o Lo 0
0O 4 19 O 99 4 & 0 4 4 O 0 4 o © A A 4

mokice ¢€. E,, [-4)
En uf;(’j,mql-, 2n walicer €,

- -A
£y EHTs - A

G A - T,
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Théoréme 22. Soit A € M,«n(R) une matrice. Alors A est inversible
si et seulement si on peut passer de A a I, moyennant 'algorithme de
Gauss-Jordan.

Dans ce cas, toute suite d’opérations élémentaires transformant A en I,
transformera I,, en A7L.

On peut résumer les résultats obtenus jusqu’a présent dans le théoréme

. . ~ -
suivant : Q. C_onno:.cElb

Théoréme 23. Soit A € M,.,(R). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1.

10.

11.

La matrice A est inversible

Pour tout b € R"™, I'équation AX = b admet une unique solution
donnée par ¥ = A~'b

Les colonnes de la matrice A engendrent R"

. La matrice A posséde un pivot par ligne /CoLonal.

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes

L’équation homogéne Ax = 0 n’admet que la solution triviale
On peut passer de A a I, avec lalgorithme de réduction

La matrice A est un produit de matrices élémentaires
L’application linéaire Ty : R™ — R™ associée a A est surjective
L’application linéaire Ty : R™ — R" associée a A est injective

La matrice AT est inversible
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Remarques

@ 4 ps'oa*,fol' L-.anc /coe
— d.e'f. de L'indep. lin. den
( '38) ' ceol onaes

wis @7/ de]. de

\ e’ nd.e'p Liacaie

@ d.e'!. IAO.-LI:C.CO
< - s -’ .
ex. clementaices
Sefece b
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